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Im Folgenden seien W eine eindimensionale Brownsche Bewegung, a < 0 < b und

τa , inf
{
t ≥ 0 : W (t) ≤ a

}
und τb , inf

{
t ≥ 0 : W (t) ≥ b

}
.

Die Filtrierung F = {F(t)}t∈[0,∞) wird als vollständig angenommen.

Aufgabe 1
Zeigen Sie, dass

E
[
e−yτb

]
= e−b

√
2y für alle y ∈ [0,∞)

und τb <∞ fast sicher.
Hinweis: Auf Übungsblatt 8 haben wir gezeigt, dass der Prozess {e− 1

2
θ2t+θW (t)}t∈[0,∞) für jede

Wahl von θ ∈ R ein Martingal ist.

Aufgabe 2
Zeigen Sie, dass

P[τa ≤ τb] = b
b−a und P[τa > τb] = −a

b−a .

Aufgabe 3
De�niere Tb , τb1{τb<∞} und W̄ = {W̄ (t)}t∈[0,∞) durch

W̄ (t) , W (t)1{t<Tb} +
[
2W (Tb)−W (t)

]
1{t≥Tb} für alle t ∈ [0,∞).

Zeigen Sie, dass W̄ eine Brownsche Bewegung bezüglich ihrer natürlichen Filtrierung ist.

Aufgabe 4
De�niere M = {M(t)}t∈[0,∞) durch

M(t) , sup
s∈[0,t]

W (s) für alle t ∈ [0,∞).

Zeigen Sie, dass

P
[
M(t) ≥ b,W (t) ≤ b− y

]
= P

[
W (t) ≥ b+ y

]
für alle b > 0 und y, t ≥ 0.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 3.


