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Aufgabe 1 (Lévy’s Downward Theorem)
Sei § = {§(t) }+e7 eine Filtrierung eines Wahrscheinlichkeitsraums (£2, 2, P) und 7 abzihl-
bar. Sei weiter Z eine Zufallsvariable mit E[| Z|] < oo. Falls inf 7 ¢ T, zeigen Sie, dass

E[Z|3(t)] — E[Z|F(inf T)] a.s. und im Mittel fir ¢ | inf 7~

Aufgabe 2 (Lévy’s Upward Theorem)
Sei § = {§(t) }+e7 eine Filtrierung eines Wahrscheinlichkeitsraums (2,2, P) und 7 abzhl-
bar. Sei weiter Z eine Zufallsvariable mit E[|Z|] < co. Falls sup T & T, zeigen Sie, dass

E[Z|3(t)] — E[Z|F(sup T)] a.s. und im Mittel fiir ¢ 1 sup 7.

Aufgabe 3 (Kolmogorov’s 0/1 Gesetz)
Sei { X, }nen eine Folge unabhéngiger reellwertiger Zufallsvariablen und

T(oo) 2o, 0(Xy: k € Nk >n).
Zeigen Sie, dass fiir alle T(c0)-messbaren Zufallsvariablen Z gilt
Z = E[Z] fast sicher.

Hinweis: Fiir n € N, definieren Sie §(n) = o(X : k = 1,...,n) und wenden Sie Aufgabe 2
auf {E[Z|§(n)]}nen an.

Aufgabe 4
Seien {X,, }nen eine Folge reellwertiger i.i.d. Zufallsvariablen mit E[|.X;|] < oo sowie S =

{S(t)}te-n und § = {F(t) }+e—n gegeben durch
NOEDYP.¢ und Ft)=o(S(r):re —-N,r<t) fir allet € —N.
Beweisen Sie folgende Aussagen:
(i) Furallet € —N gilt
E[Xi|3(t)] = ... = E[X_,|§(¢)] = L S(t) fast sicher.
Folgern Sie aus Aufgabe 1, dass

LS(t) — E[Xllg(—oo)} a.s. und im Mittel fiir ¢ | —oo.

(i) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 3, dass E[X;|§(—o0)] = E[X]] fast sicher. Folgern Sie
hieraus das starke Gesetz der grofien Zahlen:

% > o1 Xk — E[Xj] a.s. und im Mittel.



