
Prof. Frank Seifried
Dr. Christoph Belak

Universität Trier
Wintersemester 2016/17

Stochastische Prozesse
Übungsblatt 1

Abgabe: Donnerstag, 03. November, 10:15 Uhr.

Aufgabe 1
Sei X = {X(t)}t∈T ein stochastischer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A,P)
mit Werten in einem messbaren Raum (S,S). Zeigen Sie, dass die pfadwertige Zufallsvariable

X : Ω→ ST , ω 7→ X(·, ω) , {X(t, ω)}t∈T

genau dann A-ST -messbar ist, wenn für alle t ∈ T die Zufallsvariable

X(t, ·) : Ω→ S, ω 7→ X(t, ω)

eine A-S-messbare Abbildung ist.
Hinweis: Die Produkt-σ-AlgebraST ist de�niert als die kleinsteσ-Algebra, welche die endlich-
dimensionalen Zylindermengen

Z ,
{∏

t∈T Bt : Bt ∈ S für alle t ∈ T und Bt 6= S für maximal endlich viele t ∈ T
}
.

enthält, d.h. ST , σ(Z).

Aufgabe 2
Es sei X = {X(t)}t∈T ein stochastischer Prozess auf einem �ltrierten Wahrscheinlichkeits-
raum (Ω,A,F,P). X heißt adaptiert bezüglich der Filtrierung F = {F(t)}t∈T , wenn gilt

X(t) ist F(t)-messbar für alle t ∈ T .

Zeigen Sie, dass X genau dann F-adaptiert ist, wenn gilt

FX(t) ⊂ F(t) für alle t ∈ T .

Folgern Sie, dass FX die kleinste Filtrierung ist, bezüglich der X adaptiert ist.
Hinweis: Die natürliche Filtrierung FX = {FX(t)}t∈T ist de�niert durch

FX(t) , σ
(
X(s), s ∈ T , s ≤ t

)
für alle t ∈ T .

−→ Zweite Seite nicht vergessen!
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Aufgabe 3
Sei T , [a, b] ⊂ R und f : T → R.

(a) Zeigen Sie, dass f von endlicher Variation ist, wenn f monoton wachsend ist.

(b) Zeigen Sie, dass f von endlicher Variation ist, wenn f die Di�erenz zweier monoton
wachsender Funktionen f1, f2 : T → R ist.

(c) Zeigen Sie, dass f genau dann von endlicher Variation ist, wenn f die Di�erenz zweier
monoton wachsender Funktionen f1, f2 : T → R ist.
Hinweis: Wählen Sie f1 , Vf und f2 , Vf − f .

Aufgabe 4
Zeigen Sie, dass ein ProzessX = {X(t)}t∈N0 mitX(0) = 0 genau dann ein Random Walk ist,
wenn X stationäre und unabhängige Inkremente hat.
Hinweis: Mit stationären Inkrementen ist gemeint, dass für alle s, t ∈ N0 mit s ≤ t gilt, dass
das Inkrement X(t)−X(s) die gleiche Verteilung wie X(t− s) hat.
Hinweis: Mit unabhängigen Inkrementen ist gemeint, dass für alle t1, t2, . . . , tn ∈ N0 mit
t1 < t2 < . . . < tn die Inkremente X(t1), X(t2) −X(t1), . . . , X(tn) −X(tn−1) unabhängig
sind.


