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Aufgabe 1
Sei X = {X(t) }+er ein stochastischer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P)
mit Werten in einem messbaren Raum (.5, §). Zeigen Sie, dass die pfadwertige Zufallsvariable

X:Q_>S7: WHX(WW) é{X(tvw)}tET
genau dann A-ST -messbar ist, wenn fiir alle ¢ € T die Zufallsvariable
X(t,-): Q= S, wi— X(t,w)

eine 2-G-messbare Abbildung ist.
Hinweis: Die Produkt-c-Algebra G7 ist definiert als die kleinste o-Algebra, welche die endlich-
dimensionalen Zylindermengen

3£ {Hte’T By : B, € Gfurallet € T und B; # S fir maximal endlich viele t € T}.

enthilt, dh. 87 = 5(3).

Aufgabe 2
Es sei X = {X(t)}ie7 ein stochastischer Prozess auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeits-
raum (2,20, §,P). X heiflt adaptiert beziiglich der Filtrierung § = {§(¢) }+e7, wenn gilt

X (t) ist §(t)-messbar fir alle t € T .
Zeigen Sie, dass X genau dann §-adaptiert ist, wenn gilt
() C () furallet € T

Folgern Sie, dass § die kleinste Filtrierung ist, beziiglich der X adaptiert ist.
Hinweis: Die natiirliche Filtrierung §% = {F¥ (¢) }sc7 ist definiert durch

FXt) £ o (X(s),s€T,s<t) furallet € 7.

— Zweite Seite nicht vergessen!
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Aufgabe 3
Sei 7 £ [a,b] CRund f: T — R.

(a) Zeigen Sie, dass f von endlicher Variation ist, wenn f monoton wachsend ist.

(b) Zeigen Sie, dass f von endlicher Variation ist, wenn f die Differenz zweier monoton
wachsender Funktionen f, fo : T — Rist.

(c) Zeigen Sie, dass f genau dann von endlicher Variation ist, wenn f die Differenz zweier
monoton wachsender Funktionen fi, fo : 7 — R ist.
Hinweis: Wihlen Sie f; £ Vyund fy £ V; — f.

Aufgabe 4

Zeigen Sie, dass ein Prozess X = { X () }1en, mit X (0) = 0 genau dann ein Random Walk ist,
wenn X stationire und unabhéngige Inkremente hat.

Hinweis: Mit stationdren Inkrementen ist gemeint, dass fiir alle s,¢ € Ny mit s < ¢ gilt, dass
das Inkrement X (¢) — X (s) die gleiche Verteilung wie X (¢ — s) hat.

Hinweis: Mit unabhéngigen Inkrementen ist gemeint, dass fir alle ¢1,%9,...,t, € Ny mit
t1 <ty <...<t,die Inkremente X (t), X (t2) — X (t1),..., X (¢t,) — X (t,—1) unabhéngig
sind.



